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РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН СДВИГА В СЛОЕ  
С ЭФФЕКТИВНЫМИ СВОЙСТВАМИ 
 
Чигарев А.В., Белоус Е.А. 
 
Process of distribution of a wave of shear in an effective layer is described. Change of ampli-
tude of a wave depends on wave resistance of environment, which decreases in a direction of a free 
surface. 
 
Исследование процессов распространения сейсмических волн в слое грунта представляет 
большой интерес для строительства. Энергия, выделяемая в источнике землетрясения, из-за 
неоднородности структурного состава Земли распространяется не равномерно во все сторо-
ны, а по направлениям, определяемым физико-механическими свойствами пород и грунтов. 
Источник землетрясения порождает пакеты волн переносящих энергию. 
Лучевой метод является наиболее эффективным среди различных асимптотических ме-
тодов для решения дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами [1-5]. 
Для нестационарных волн применение этого метода корректно, если длина волны λ  много 
меньше, чем изменение масштаба параметров эффективного слоя. Это имеет место, если не-
однородность слоя изменяется вглубь монотонно. Известно, что жесткость от слоя к слою 
изменяется локально с глубиной не монотонно, а эффективная жесткость монотонная функ-
ция пространственной координаты вглубь слоя. 
Зададим начальные и граничные условия на плоскости 101 xx =  в виде 
 
( ) ( ) ( ) ( )txVtxVxVtxV xxt ,|,,0,|, 1021212012 101 == == ,                         (1) 
( ) ( ) ( ) ( )txTtxTxTtxT xxt ,|,,0,|, 10121121120112 101 == == .                         (2) 
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 −==                       (5) 
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Предположим, что для начального состояния имеет место условие ( ) 0112 =xT  . Тогда ко-
































































































,                    (7) 
Комбинируя (3), (6), получим уравнения для распространения волны возмущения в стра-
тифицированном гранулированном слое с эффективными свойствами. 
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.                            (9) 
Запишем уравнения для распространения волны возмущения в стратифицированном гра-
нулированном слое с эффективными свойствами в форме 
( ) ( ) ( )( )11
0
)(





,                               (10) 
( ) ( ) ( )( )11
0
)(
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df ,                                              (12) 
где ( )1xψ  – эйконал, ( ) ( ) ( ) ( )11212 , xTxV nn  – искомые величины. 







ψψ −=− , тогда лучевые ряды (10), (11) имеют вид 
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(13) 













xtxTtxT ψ ,                               (14) 
Если 0f  – функция Хевисайда ( )τH , тогда функция nf  имеет вид 







= .                                   (15) 
Подставляя (7) в (4), (5) получим 


























n fVKVKfVKVKfVK ψψρψ ,  (16) 



























n fTKTKfTKTKfTK ψψρψ ,  (17) 
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Для 0<n  должно быть ( ) ( ) 0,0 122 ==
nn TV  т.к. коэффициент при 0f  равен 0 
( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 12312323231232 =′++′′−′−−′ ′−″−′+ nnnnn VKVKVKVKVK ψψρψ ,        (18) 
( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 1123112312312311232 =′++′′−′−−′ ′−″−′+ nnnnn TKTKTKTKTK ψψρψ .       (19) 
Для 1−=n  получим ( ) ( ) 0,0 122 == nn TV , но ( ) ( ) 0,0 01202 ≠≠ TV  и поэтому из (18), (19) сле-
дует 








ψ ,                                   (20) 
где ( )1xCS  – скорость сдвиговой волны. Решение (20) записывается в виде 







dxxx ψψ .                                       (21) 
В формуле (21) берется знак + для волны, которая распространяется в направлении + 1x , 
и знак − для волны в направлении − 1x . Подставляя (21) в (18), (19) получим уравнения пере-
носа для ( ) ( )12 xV n , ( ) ( )112 xT n . Уравнения (18), (19) с учетом (21) решаются в общем виде 










−−− ∫+= ,            (22) 































,  (23) 







121011012112 ∫ −+= ,                  (24) 


































ρ ,           (25) 
В формулах (22), (24) члены при 0=n  являются основными т.к. они описывают главную 
часть волновой энергии. Полагая 0,1−=n  в уравнениях (18), (19), получим уравнения (20), 
(21) и уравнения переноса 
( ) ( ) ( ) 02 0233023 =′+′′′+′+
′
VKKVK ψψψ ,                          (26) 
( ) ( ) ( ) 02 012330123 =′′+′′+′+
′
TKKTK ψψψ .                          (27) 
Умножая (26) на ( )02V  и (27) на 
( )0
12T , получим 
( )( ) ( ) ( ) 022 023023 =′+′′ VKVK ψψ ,                                (28) 
( )( ) ( ) ( ) 022 01230123 =′+′′ TKTK ψψ ,                                 (29) 
или преобразуя, получим закон сохранения энергии вдоль лучевой трубки 
( )( ) 02023 =′′VK ψ ,                                          (30) 
( )( ) 020123 =′′TK ψ .                                          (31) 
Выражения (30), (31) в случае неоднородной трехмерной среды записываются в виде 







2 ,0 ==⋅∇ ,                               (32) 
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12 ,0 ==⋅∇ ,                               (33) 
где ( ) ( )012
0
2 ,,, PPgradKgradK VV σσ ψψ ==  векторы потока плотности энергии (векто-
ры Умова-Пойнтинга) [6,7]. Интегрируя (32), (33) по объему и применяя теорему Гаусса, по-
лучим закон сохранения энергии в интегральной форме 





2                             (34) 
где S  – замкнутая поверхность лучевой трубки, n  нормальный вектор к S  [7]. 
В нашем случае из (30), (31) сдвиговой волны следует условие 




2 0= ,                                         (35) 




12 0=                                           (36) 
где dS  – область основания лучевой трубки при 101 xx = , а LdS  – область верхнего осно-
вания лучевой трубки при Lxx += 101 . 
Для LdSdS =0  получаем закон сохранения плотности потока энергии для рассматривае-
мой задачи 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0,0 0120120202 PLPPLP == .                          (37) 
Решение уравнений (26), (27) запишем в виде 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1011001210121011002102 ,,, xxWxTxTxxWxVxV ==            (38) 
Следуя [8] рассмотрим распространение волны в форме функции Хевисайда. 
Положим начальный импульс в форме импульсной функции )(0 tf  



















,00                                   (39) 
где функция ( )τ,0 tJ  – выражение, полученное при помощи функции Хевисайда 
( ) ( ) ( )ττ −−= tHtHtJ 000 ,                                   (40) 
Граничные условия при 101 xx =  имеют вид 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )


















                               (41) 
Амплитуда импульса ( )02V , которая приходит в точку 1x  возрастает, а ( )012T  убывает, с уче-
том (38) имеем 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )




















































              (42) 
Условие (37) позволяет получить изменение профиля волны. С учетом (41), (42) имеем 
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( ) ( )
( )
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−= ττ                                           (44) 
),( 101
2
T1T xxWτ=τ                                            (45) 
Из (43), (45) следует, что если ( ) 1, 1012 <xxW , тогда имеет место сжатие профиля. Поэто-
му ширина импульса скорости перемещений сжимается, а ширина импульса напряжений 




Рис.1. a) Компрессия прямоугольного импульса для волн скорости смещений. 
b) Декомпрессия прямоугольного импульса для напряжений. 
 
Рассмотрим распространение импульса сдвига, профиль которого имеет треугольную 
форму. В этом случае можно провести вычисления аналогично прямоугольному импульсу. 




Рис.2. a) Компрессия треугольного импульса для волн скорости смещений. 
b) Декомпрессия треугольного импульса для напряжений. 
 
 63 
Изменение амплитуды волны зависит от волнового сопротивления среды, которое убы-
вает в направлении свободной поверхности. В этом случае амплитуды перемещения и скоро-
сти перемещения возрастают, а амплитуды сдвиговых напряжений убывают. Для возмуще-
ния в форме импульсной функции из закона сохранения энергии получаем, что высота им-
пульса растет для перемещения и скорости перемещения, а ширина уменьшается. Для воз-
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОТРАЖЕННОЙ ВОЛНЫ В СЛОЕ  




Process of distribution of the reflected wave of shear in an effective layer is described. From 
the law of conservation of energy follows, that the amplitude of a direct wave of moving decreases, 
amplitudes of return waves are summarized and grow in a direction of a free surface. 
 
Рассмотрим задачу о распространении волны, которая отражается от свободной поверх-
ности Lxx += 101 . Такая плоская волна распространяется в направлении 1x−  и распадается 
на две: прямую и обратную волны [1-4]. Это обусловлено возрастанием волнового сопротив-
ления в направлении 1x− . 
Уравнения распространения волны возмущения в стратифицированном гранулированном 















∂ ε                                         (1) 
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где ( ) ),(),(,2,)/()(,2 12102201121201/120 txVtxUTTCCCxhC =−=≈= ρερ . Для упроще-
ния вычислений предположим, что tcons=ρ . Падающая волна генерирует на свободной по-






LxLxU θψ                      (2) 
В этом случае отраженное волновое поле описывается с помощью функции Грина 
)),,,( 11101 tLxtxG +  в виде 
( ) ( ) ( )∫ += 1111011 ,,,, dttftLxtxGtxU                           (3) 
Функция Грина )),,,( 11101 tLxtxG +  удовлетворяет интегральному уравнению [5] 




























































∂ θ  
Решение уравнения (4) можно получит в виде ряда рассеяния. В приближении однократ-
























               (5) 
Представим функцию G в виде 
( ) ( ) ( )1121111101 ,,;,,;, ttxGttxGtLxtxG +=+                          (6) 
где 1G  описывает распространение прямой волны, 2G  описывает отраженную волну. 













































−                   (8) 
На рис 1 (a, b) изображены 1G , 2G , соответственно. 
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Рис. 1.a)  − прямая волна,  − обратная волна для скорости перемещений 
b)  − прямая волна,  − обратная волна для напряжений 
 





Рис. 2. a) Схематическое изображение прямой и обратной волн для скорости перемещений. 
b) Схематическое изображение прямой и обратной волн для напряжений. 
 
Как следует из рис.2 (a, b) амплитуда прямой волны скоростей перемещений убывает, 
профиль испытывает декомпрессию, обратная волна излучается с фронта прямой волны в 
направлении к свободной поверхности и образует шлейф. Амплитуда прямой волны напря-
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